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КРИТЕРИЙ УСТОЙЧИВОСТИ МЕХАНИЧЕСКИХ СИСТЕМ  
С УЧЕТОМ ЗАПАЗДЫВАНИЯ 
 
к. ф.-м.н. Д.В. Дмитришин, д.т.н. В.М. Вартанян, к ф.-м.н. Г.М. Варта-
нян 
 
Рассматриваются вопросы устойчивости механических систем с наследствен-
ностью. Задача сведена к проблеме устойчивости некоторого семейства квази-
полиномов. Сформулированы необходимые и достаточные условия устойчиво-
сти всех квазиполиномов этого семейства. 
 
Исследование устойчивости колебательного режима механической си-
стемы сводится к анализу расположения на комплексной плоскости нулей 
полинома   21
2
aa  , где 1a  – величина диссипативного коэффи-
циента; 2a  – величина, обусловленная упругими свойствами системы.  
Предположим, что упругая сила действует не мгновенно, а в тече-
ние некоторого промежутка времени  . Тогда при решении задачи 
устойчивости вместо полинома    необходимо рассматривать квази-
полином  
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где )(g   – функция ограниченной вариации на ]1,0[ , моделирующая 
закон затухания «памяти» упругой силы.  
Будем считать, что функция )(g   не известна априори. В случае, 
когда )(g   представима в виде линейной комбинации тригонометриче-
ских, экспоненциальных, кусочно - линейных или других легко исследу-
емых функций, проблема анализа устойчивости квазиполиномов  f  
сводится к известным задачам. При этом,  f  зависит только от конеч-
ного числа неопределенных параметров.  
Рассмотрим случай, когда функция g  принадлежит множеству  
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В дальнейшем, для определенности, будем считать, что 0)0(g  . 
 к.ф.-м.н. Д.В. Дмитришин, д.т.н. В.М. Вартанян, к ф.-м.н. Г.М. Вартанян, 2000 
Системи обробки інформації, випуск 3 (9), 2000                                                                       
75 
76 
Такая постановка задачи приводит к исследованию устойчивости целого 
семейства квазиполиномов 
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Будем говорить, что квазиполином )(f   устойчив, если все его нули 
лежат в открытой левой полуплоскости комплексного переменного  . В 
этом и только в этом случае соответствующая система линейных диффе-
ренциальных уравнений оказывается устойчивой [1]. Основным критерием 
устойчивости заданного квазиполинома является теорема Понтрягина Л.С. 
[2]. Если квазиполином зависит от конечного числа неопределенных пара-
метров то, при небольшом их количестве, эффективным инструментом ана-
лиза устойчивости являются методы D – разбиения Неймарка Ю.И. [3] и 
амплитудно - фазовый Цыпкина Я.З. [4]. Если же число неопределенных 
параметров велико, то необходимо применять другие методы [5 – 9].  
Квазиполиномы из семейства H  зависят от более, чем счетного 
множества неопределенных параметров. Поэтому требуются новые под-
ходы к решению задачи устойчивости семейства H . 
Сформулируем необходимые предварительные результаты. 
Лемма 1. Множество решений g  системы  
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где 0 , 1rcos1  , имеющих наименьшую вариацию 0L , со-
стоит из единственного элемента 
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Док-во. Известно [10], что рассматриваемая задача связана с двойствен-
ной к ней задачей аппроксимации:   найти M)tcosr1(1min 

, где 
    – равномерная норма в пространстве непрерывных функций ]1,0[C . Так 
как функция tcosr1)t(   отрицательна при )1,0[t  и монотонно воз-
растает,  то  величина  M   достигается  на  множестве   1;0t .   Причем  
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M=-1-(1-r-1)=1+(1-r-cos), т.е. 
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Из теоремы двойственности для сопряженных пространств [10] следует 
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Покажем, что )(g0  , определяющая искомое решение, является кусоч-
но-постоянной с разрывами только на множестве {0,1}. Обозначим через 
 gVar
]b;a[
 полную вариацию функции g на [a,b]. Если отрезок [t1;t2][0,1], то  
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Так как  
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, то обязательно должно выполнят-
ся условие   0gVar 0
]2t;1t[
 . Подставляя функцию 0g  в систему (1), нахо-
дим величины скачков, что завершает доказательство утверждения. 
Лемма 2. Множество решений )(g   системы  












1
0
1
0
p)(dgsin
;1)(dg
,
 
где 
2
0

 ,  sinp , имеющих наименьшую вариацию 0L , состоит 
из единственного элемента  
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при этом 
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Доказательство проводится аналогично доказательству леммы 1.  
Следствие. Пусть функция )(g0   является решением задачи  
 
















1
0
0
00
]1;0[
1
0
0
r)(dg cos1
L]g[Var
1)(dg
.
;
;
 
Тогда эта же функция является единственным решением задачи  
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Для доказательства следствия достаточно в лемме 2 положить 
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Перейдем к формулировке основных результатов.  
Теорема 1. Для того, чтобы квазиполиномы семейства H  были 
устойчивыми необходимо и достаточно, чтобы был устойчив полином  
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Док-во. Необходимость. Очевидна, так как полином  1f  и квази-
полином  2f  принадлежат семейству H . 
Достаточность. Пусть выполнены условия теоремы, но в семей-
стве H  имеется неустойчивый квазиполином  
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Рассмотрим семейство функций  ]1;0[),g~g(g~)(ggg 3   , где  
.10   1)(g~0   0)(g~  при  и  при  Так как для всех ]1;0[  
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то G .  
Определим функцию   Remax)( , где максимум берется сре-
ди всех нулей квазиполинома, соответствующего функции )(g  . Функ-
ция )(  непрерывна, что следует из теоремы о непрерывной зависимо-
сти нулей квазиполиномов запаздывающего типа от параметров [1] и из 
теоремы Хелли для интеграла Стилтьеса. Кроме того, 0)0(  , что сле-
дует из условия теоремы и 0)1(   по определению. Поэтому найдется 
величина ]1;0(0   такая, что 0)( 0  . Это означает, что квазиполи-
ном  
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имеет чисто мнимые нули 1i  . 
Рассмотрим множество  
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0a,0a 21  . Так как G)(g 0  , то   )(K)(v),(u 111  . Очевидно, 
что при достаточно малых величинах параметра   выполняется 
  )(K)(v),(u  . В силу непрерывности рассматриваемых функций 
существует ];0( 12  ;   )(K)(v),(u 222  , где )(K   – граница 
множества )(K  .  
Из вышесказанного следует, что необходимое и достаточное усло-
вие устойчивости всех квазиполиномов семейства H  – 
  )(K)(v),(u  , для всех );0(  . 
Введем в рассмотрение две функции: 
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Из лемм 1, 2 следует, что   ,;0  ,cos1
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0)(u  , а функция )(  – возрастающая и 0)0(  , то существует 
единственное решение 0  уравнения  0)(u)(  ,  причем  
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v(0)>(0).  
В первом случае точка   )(K)(v),(u 000  , а по следствию из 
лемм 1, 2, получаем, что квазиполином )(f2  – неустойчив.  
Рассмотрим второй случай. Так как 0)(dgsininf
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Следовательно, оказываются неустойчивыми все квазиполиномы семейства 
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Наконец, в третьем случае   )(K)(v),(u   для всех 0 , так как 
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устойчивость семейства H  равносильна неустойчивости квазиполинома 
f2().  
Теорема полностью доказана. 
Пользуясь теоремой 1, условие устойчивости возможно получить в 
явном виде, если учесть, что предельная величина 0L  определяется из 
уравнения 0)L,i(f 002  .  
Теорема 2. Все квазиполиномы семейства H  устойчивы тогда и 
только тогда, когда выполняются условия:  
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Док-во. При 0  полином )(f1   устойчив в силу условия 1. 
Найдем 0 , при котором впервые появляется H)(f   с чисто мнимыми 
нулями. В силу теоремы 1 им является квазиполином )(f2  . Величины 
L  и 0  связаны между собой условием 0)i(f 02  , которое запишем в 
виде 
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После преобразований получим  
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Из второго уравнения находим 0 , откуда –  
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 . Следовательно, при 0  все квазиполиномы 
семейства H  устойчивы. 
В качестве приложения полученных результатов рассмотрим сле-
дующий пример. 
Найдем условия устойчивости малых колебаний в наследственно-
упругой системе с трением [11]. Рассмотрим для этого дифференциальное 
уравнение  
)x(F)t(xa)t(x 1   ,                                    (2) 
где )t(x  – функция отклонения от заданного положения; 1a  – коэффи-
циент, обусловленный трением в системе; )x(F  – упругая сила. Считаем, 
что в упругой системе деформация в момент времени 0t  зависит от 
напряжений для 0tt  . Если предположить, что )x(F  – линейная часть 
функционала, описывающего силу трения, то в силу теоремы Рисса о 
представлении линейного непрерывного функционала, заданного на 
пространстве непрерывных функций, правая часть уравнения (2)   



0
)(dp)t(x)x(F , 
где )(p  – функция с ограниченной вариацией на );0(  . 
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Предположим далее, что функция )(p  , определяющая «память» 
материала, начиная с некоторого момента времени, убывает к нулю с 
такой скоростью, что для данной задачи можно считать 0)(p  , при 
 . Положим 





0
)(dp
)(p
)(g . Тогда уравнение (2) примет вид 
 
1
0
21 )(dg)t(xa)t(xa)t(x  , 
где 


0
2 )(dpa , 1)(dg
1
0
 . Если функция )(g   точно не известна, что 
соответствует реальной ситуации, то условие устойчивости в терминах 
величин  
1
0
21 )(dg    L  a a ,,, , находится  из теоремы 2.  
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